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Prof. Folie r Expressions correctes 


iiXin. 8, 


Expressions correctes de VHeure et des Coordonnees des Etoiles dans 
le systems de l’Axe instantane. Par F. Folie, Liege. 

{Communicated by Professor G. //. Darwin.) 


1. Dans le Bulletin de VAcaddmie royale de Belgique (janvier 
1903) M. Darwin a demontrd que, si Ton fait abstraction des 
forces perturbatrices, l’expression de l’heure, dans le systeme de 
Paxe instantane, renferme un terme de periode eulerienne (305 j. 
pour une terre rigide) qui a pour coefficient o s *oi multiplie par la 
tangente de la latitude; en sorte que, le meme jour et au meme 
instant, les heures determinees en deux observatoires situes sur 
un m^me meridien k +45 0 et a — 45 0 de latitude different entre 
elles de o s- 02. 

J’avais pense que cette raison suffirait pour faire rejeter le 
systeme de l’axe instantand. 

Mais de bons astronomes persistent a croire qu’il n’y a nean- 
moins pas lieu de renoncer a ce systeme. 

Je me propose de demontrer qu’il expose a des erreurs telles 
qu’on doit necessairement l’abandonner. 

2. Pour cela je devrais rechercher les expressions des coor- 
donndes rapportees a Paxe instantane dans le cas de la nature, 
c’est-£t-dire en tenant compte exactement des forces perturba¬ 
trices. 

Je me bornerai toutefois k envisager le principal effet de ces 
forces, la precession, puisqu’il est le seul auquel il soit necessaire 
d’avoir dgard en pratique, 

Soient p, q, r les vitesses angulaires de la terre autour des 
trois axes principapx X, Y, Z ; aft', y' les angles de l’axe 
instantane avee ceux-ci, to=\/p z +q 2 +r z . 

p „ q f t 

I. On a cos a =—, cos ft'=- -,cosy'= -, et p~y, cos T + Cj sin 

<f >, 9 r =y I sin T + c, cos <t>, r—n=c te . La pdriode de T=npt—<r est 
de 305 j. pour une Terre rigide. 

Des equations precddentes on tire 


sin 2 y’- 


—, ou le denominateur peut se reduire an 2 ; 


n 2 +p 2 +q 


d’ou, en faisant — = y — = c: 

n n 


II. sin 2 y / =y 2 + c z + 2ycsin(r+4>) et sin y'=y + c sin(r + ^>). 

Designons par P' l’angle que la projection de Paxe instantane 
fait avec Paxe des X. On a 

cos a'=sin y' cos T', cos /3'=sin y' sin T'. 
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June 1903. de VHeure et des Coordonnies de. 445 

En nous bomant aux termes du premier ordre, nous pourrons 
4 crire n au lieu de a> dans les expressions de cos a' et de cos /3', et 
y' au lieu de sin Alors 

y' cos r=7 cos r+ c sinf, 
y 1 sin]?'=y sinr + ccos^>, 

d’ou l’on ddduit aisement 

III. . r=r—ccos(^+r), y^y+csin ($+r). 

Abstraction faite de la pr^oession, y se r&luit 4 y, r ; 4 r. 


3. De 


d 6 

dt 


= —p cos <f>+q sin <f>. 


sin 0 yfo—P si n f+q coa<f> y on tire 


^=—yicos (r +<f>) et 0=0 O -sin (r+^). 

at 1 -f* fi 

sin0^ / =y I sin(r+0) + c I ; sin 0(if— -cos(r+^). 

at 1+/i 


Si Ton considers le triangle EEj F, dans lequel les arcs EF, E x F, 
EEj appartiennent respectivement 4 l’^quateur geographique, 4 
Tequateur instantanO elj 4 l’Ocliptique, Tangle F sera y', Tangle 
E, 7T—0, Tangle E„ d z ; le cOtO EF, £, angle compris entre le 
coluredes solstices et le grand cercle de>s deux poles: le cOtO 
EE m 

Ce triangle donne, en s’arrOtant aux termes du premier ordre 
A-0== ~/.cosf, ti —, 


Reinp^ant 0 et if par leurs valours precede, tes et ddsignant 
pa^ AWj et Aif z les quantity .0i—0 o j ( U+Cii), on a, en 

faisant—Aegal 4 i —«: , ,t , 

i+P 6 . 


A0j = — y(i—^1) sin (T-\-<f>)—y* cos£, 

== — Ao(i—/u) cos (r+^+A-^ sin t 
sm0 ' ' " smO 

Or Z = r'+ 9 -3?. 

Si Ton remplace / par y+csin (r+f), on obtient, en ^crivant 
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446 Pro/. PoZio, Expressions correctes lxiii. 8, 

0, au lieu de 6 , puisqu’on se borne aux termes du premier 
ordre : 

A 0 t = y j agin(r +^>)—c sin (T + <p) cos£, 

A^r sss-JL_(i_ /4 )cos(r + f.)+ -A—sinC. 

sin 0 t sm 

4. Comme y est 4 gal k environ, fi k 3-^, on peut 

n^gliger y/x; on aurait done, abstraction faite des forces p 9 r- 
turbatrices A 0 t =o, A\p x =o, ce qu’admettent les astronomes. 

Mais il n’en est pas ainsi dans la nature, et l’on doit 4crire 

A$ x = —ysin (r+^) + y' sin(r'+^>); 

A\f/ t = —-J^_cos(r+^)+ -A-cos(r'+^>), 

sin 0 X Bin 0, 


ou 

Ad x = csin 2 (r+tf); 
a,mO x A\f/ x = csin (r+^)cos(r+^>)- 

On aura alors 

A 8 X = c sin (T + (j>) cos (T + <j>— a,), 

At^ = csin (r + <£) [cqt0! cos(r+^)—^8 t sin (r+0—a,)]. 

L’erreur commise par les astronomes qui posent, avec Oppolzer, 
A8 X = 0, Aa x = o, peut done silever, sur la d^clinaison, k prbs 
de o"’oi (o"'o85). 

Si l’on consid&re cette quantite comme negligeable, il n’en 
peut pas etre de meme de l’erreur commise sur l’AR de la polaire, 
par exemple. 

A l’epoque actuelle cette erreur peut s’^ lever k o s '02‘j. 

Pour A Ur see Min. elle serait de o s, o7. 

5. Il me semble done que le syst&me de 1’axe instantane doit 
absolument £tre rejete, et que l’on doit en revenir 4 celui de 
Laplace-Bessel, en ajoutant 4 leurs formules incompites les 
termes de nutation k courte periode (diurne ou semi-diurne). 

Et cela avec d’autant plus de raison que, dans ce dernier 
systeme, on peut definir une heure, non pas 4 peu pres, mais 
rigoureusement uniforme,* tandis que, dans celui de l’axe in¬ 
stantane,t M. Darwin a demontre que l’heure est sujette k des 
variations de meme ordre et de mfkne periode que les variations 
de latitude, multiplies, de plus, par la tangente de la latitude 

* Revision des Constantes de FAstronomic stellaire, p. 93. 

t “ Je dois rendre a Oppolzer cette justice qu’il a defini l’heure dans un 
mdridien fixe et dans l’6quateur g6ographique,” Traiti des Orbites, p. 198. 
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du lieu, en sorte que les heures qui seraient diterminies au meme 
instant sous les latitudes de +6o° et de —6o° diffireraient entre 
elles de o 8, oi7 ; de meme que celles qui seraient observes k 
i2 h d’intervalle en deux lieux situis sous le 6o e degri de latitude.. 

Si l’on tient compte de la precession, la formule des variations 
piriodiques de l’heure donnie par M. Darwin 

Ar =s —y tg$> sin T 

doit s’icrire 

Ar == — y'tg<b sin T? — — tg$\y + c sin (r+^>)]sin [r —c cos(r + ^)], 

ou simplement, en nigligeant les termes du second ordre, 

cot$Ar= —ysinT—csinTsin (r+0), 

formule dans laquelle le second terme, tris faible, a une periode 
diurne, tandis que celle du premier est de 305 jours. 

6. Dans le tableau suivant nous donneroiis, quant aux 
variations euliriennes, 

U) les formules usuelles (incorrectes); 

I) les formules correctes relatives 4 l’axe instantani ; 

L) les formules absolument rigoureuses de Laplace-Bessel 
relatives aux axes principaux, l y reprisentant la longitude 
orientals du premier meridien (axe X). 

Les unes et les autres se rapportent aux observations faites 
dans le miridien instantani ou dans le meridien fixe. Dans ce 
dernier cas les signes + s’appliquent k un passage SSfataS?* 

A la simple inspection de ces formules on constate immidiate- 
ment que, dans ce dernier systeme, la nutation eulirienne dis- 
parait entiirement dans la somme des coordonnies de deux 
etoiles de mime D k peu pris, observies k quelques minutes 
d’intervalle, l’une au N., l’autre au S.; que la difference de ces 
coordonnies, au contraire, double ces deux nutations en iliminant 
les autres : avantages bien pricieux que n’offrent pas les formules 
relatives k l’axe instantani. 

Si Oppolzer avait pfi privoir les modifications que l’intro- 
duction des forces perturbatrices apportait k ses formules si 
simples A 0 , = o, A^ = o, il est plus que probable qu’il eut 
renonci k substituer le systime de l’axe instantani k ceku des 
axes principaux, qu’il a conservis, du reste, dans la difinition de 
Theure, ce que n’ont pas fait ceux qui l’ont suivi. 

Cette difinition de l’heure, base fondamentale de l’astronomie, 
doit itre telle que l’heure soit, au mime instant, la mime en tous 
lieux, et croisse uniformiment avec le temps. Et une telle 
difinition est impossible dans le systime de l’axe instantani. 

Elle n’existe que dans le systime des axes principaux. 

Nous n’avons pas k nous occuper des formules usuelles IT), 
qui sont incorrectes. 
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Si nous comparons lea formules correctes I) et L), il nous 
semble que, meme en pratique, la comparaison est toute a l’avan- 
tage de ces derni&res. Dans les unes comme dans les autres, 
•y et r doivent etre determines empiriquement. Et ce sera 
d’autant plus long et plus difficile qu’il existe en r^alite deux 
nutations initiales, l’eulerienne a periode de 305 j., la chandle- 
rienne a periode de 431 j., comme nous allons le d^montrer ci- 
dessous. 

Mais les formules L) ont le grand avantage de permettre la 
determination de ces quantites en eliminant toutes les autres 
variations (nutation et aberration) et e’est une raison de plus 
pour y revenir. 

AR. TJ) Aa T = o. 

I) A« x = c sin (r + l + a) {cot 0 cos (r + l + a) — tg 
sin (r + l)} 

L) Act 2=: — y {— cot 0 cos (r -}- l “I - ct) -f- tg b sin (r q* ^)} * 
D. U) Ac r = o. 

I) AS,. = c sin (r + L + a) cos (r + l) 

L) AS = + y cos (r + l ). 

Lat de TJ) = 4 > m + y cos (r + l)- 

I) 4>j = 4 > ot + y cos (r + l) — c sin (r + l -f a) cos (r + l). 
L) $> = <*>„, 

H re U) r x = r 0 + nt. 

I) t t = r D + nt — tg (y sin (r + Z) + c sin (r + l -J- a)}. 

L) 7 — t 0 + nt,* 

7. S’il est une question d’un interet capital pour l’astronomie 
de precision, e’est bien celle de la nutation initiale. Les 
travaux de Chandler lui ont fait faire un pas de geant par la 
ddcouverte d’une periode de 431 j. 

Deux illustres g^ometres ont cherche a expliquer comment la 
periode chandl^rienne de 305 j., calculee pour une Terre rigide, 
s’est transformee en celle de 431 j. j l’un en considerant que ce 
n’est pas pour la Terre entiere, mais pour son ^corce, qu’on doit 
calculer la periode; l’autre en ayant egard au renflement equa¬ 
torial occasionne par la force centrifuge. 

Leurs raisonnements seraient irreprochables si la periode 
de 305 j. etait deduite des moments connus C et A d’une Terre 
rigide. 

Mais cette periode a ete deduite des constantes de la preces¬ 
sion et de la nutation determines empiriquement pour la Terre 
(ou l’ecorce terrestre) dans son etat actuel, e’est-a-dire ayant 
subi l’effet de la force centrifuge. 

* Revision des Constantes de VAstronomic stellaire, p. 93. 
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Lit n’est done pas l’explication de la ptriode de 431 j, qui 
existe indubitablement, mais qui ne s’est pas substitute a celle 
de 305 j. 

Je me propose de dtmontrer que pour l’tcorce il existe deux 
termes 4 constantes arbitrages ; la ptriode de l’un est de 305 j., 
celle de l’autre doit ttre determinee empiriquement * 

8. En dtsignant par M*, M y les moments des actions de l’tcorce 
sur le noyau dans les deux plans perpendiculaires A x et a y, 
par A et C, A' et C' les moments principaux du noyau et de 
Ttcorce dans un plan perpendiculaire A l’tquateur et dans ce der¬ 
nier plan, B et B' etant supposes tgaux A A et A'; par P et Q les 
moments des forces perturbatrices perpendiculaires aux axes x et 
y , par p, q, n les vitesses angulaires d’un point du noyau, par 
p + Zp, q + Zq, n celles d’un point de l’tcorce qu’on supposera sur 
le prolongement du rayon du premier, les centres de gravite du 
noyau et de l’tcorce ttant census coincider; les Equations d’Euler 
s’tcriront, pour le noyau 

L A d f-= -(C-Ah+P+M,, 

at 

A^| = (C—A)n/>+Q+M,; 


et pour l’tcorce : 

II. A , d{p + Zp) _ _ (O' — A')n(q + f 2) + P—M w 

at 

A rd(q + Zq) _ ((y_A')n(j» + ?p) + Q-M,. 
at 

Nous avons ainsi quatre Equations pour determiners, q, Zp, cq. 
9. En ntgligeant, dans une premitre approximation, A 'Zp et 
A 'Zq yis-A-vis de A p et de A q, et faisant A+A' = 2A", 
C + C'=2C", la somme des Equations prectdentes, prises deux A 
deux, donnera » 

III. A"^— — (C"-A'>?+P, 

at 

A"^ = (C"-A'>s+Q. 
at 


* J’ai trouv<6 ces deux nutations initiales dans ma Theorie du Mouvement 
de Rotation de VEcorce solide du Globe , 1898. On a contest^ la validity de ma 
demonstration. J’esp&re que la suivante ne donnera prise k aucune objection. 
J’ajouterai que j’ai trouve en plus, pour l’^corce, un terme de nutation 
gin&rale d’une p6riode de 431 j* 6galement; il n'en sera pas question dans la 
prisente analyse sommaire. 
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Ne nous occupant que des constantes arbitraires, nous aurons, 
en faisant 

G" - A" 

T- :/4; 

IV. p = y x cos ('npt—er) t q=y t sin ( npt—tr ). 


La difference des Equations I. et II. prises deux a deux donne, 


en admettant provisoirement que 


Cl 

A! 


C 

A’ 


V. 


dtp 

~dt 

dfq 

dt 


'Lf'ni q -u 


Quant aux constantes arbitraires, on tirera de ces Equations, 
en faisant 


C'-A' 

- T7~—f x 


VI. ?p = yf cos ( np't—cr'), cq = yf sin {np't — a). 

10. Les termes dependants des constantes arbitraires dans 
les expressions des vitesses angulaires p' = p + cp, q' = q + lq de 
l’ecorce seront done 

VII. p’ = y x cos {npt — <T) + yf cos (■npt—a'), 
q' = sin (npt —o-J + y/ sin (np't —tr'). 

Qtr _ 

ft = ——— provient des Equations III. qui sont identique- 

ment les mdmes que celles du mouvement de la Terre solide. 

La periode du premier terme des deux equations VII. est 
done de 305 j. environ.* 

C'—A' 

Mais p' = - - — depend des moments d’inertie de l’ecorce, 

A 

qui nous sont absolument inconnus. L’empirisme seul peut le 
determiner. 

Et puisque M. Chandler a trouvd une pdriode manifesto de 


431 j., nous avons adrais que 


O'—A' 


A' 431 

II existe done pour l’ecorce terrestre deux nutations initiales, 
l’une eulerienne, l’autre chandldrienne. 

* Je dia environ parce que j'ai neglig^ A 1 dp ris- 4 -vis de Ap. 
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11. J’en ai constate l’existence dans de longues series 
d'observations. L’amplitude des variations dans les latitudes de 
Greenwich de 1880 4 1891, rdduites par MM. Thackeray et 
Turner, est de i"-i5.* En en faisant les sommes 4 5 et 4 7 mois 
de distance, elle a r^duite respectivement 4 o"'n et 4 

<>"•845. 

La s6rie des latitudes de Poulkova, publide par M. Ivanof, 
nous a conduit 4 une periode de 430 j. environ pour la nutation 
chandlerienne, de 290 j. pour l’eul^rienne.t 

Or, et j’insiste sur ce fait qui demontre empiriquement 
Finfluence, ni^e par les astronomes, de la nutation initials en AR', 
j’ai deduit de la comparaison des observations de Struve en AR 
(1824) avec celles de Lindhagen en AR 6galement et de Peters 
en D (1843), t 

304'8 j. et 318-6 j. pour la periode eul6rienne, 

447-2 j. et 460-3 j. pour la periode chandlerienne.§ 

Les coefficients que j’ai trouv6s par la serie de M. Ivanof 
sont 

chandldrien euldrien annuel 

o"-i3 o"-o9 o // -o8 

D’apr&s M. Chandler ils seraient 

o"-i6 o o ,, ‘ii 

La valeur trop forte de ses deux coefficients provient de la 
negligence de la nutation eul6rienne. 

II nous semble n6cessaire que ces coefficients, ainsi que les 
deux periodes euierienne et chandlerienne, soient determines 
4 nouveau, puisqu’il 11’a jamais ete tenu compte que de l’une 
des deux seulement dans les recherches sur la variation des 
latitudes. 

* Bulletin de l’Academie royaie. de Belgique, novembre 1898, 
t Bulletin de V Acadimie royaie de Belgique, avril 1900. 
t Verification pratique des formules du mouvement de rotation de l’ecorce 
terrestre ( Bulletin de l’Acadimie royaie de Belgique, octobre 1899). 

§ Les observations de Struve m’ont conduit k une p&riode de 336 5 j. 
interm6diaire entre celles de 305 et de 430 j. et k une constante = o" 08 
environ {Revision des Constantes de VAstronomic stedaire, p. 13). Celles de 
Wagner (qui a fait usage des formules U), quoiqu’elles soient tres precises, 
ont donne pour y une valeur tout a fait insignifiante o"oi, d’accord, du reste, 
avec les formules de reduction incorrectes dont il a fait usage ( Amuaire de 
V Obsermtoire royal de Belgique, 1890, p. 302). 
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Mean Daily Area of Sun-spots 


Mill, 8, 


Mean Daily Area of Sun-spots for each Degree of Solar Latitude 

for each Year from, 1874 to 1902 as measured on Photographs 

at the Royal Observatory , Greenwich . 

(Communicated by the Astronomer Royal.) 

The following paper is ah extension of one under a corre¬ 
sponding title communicated to the Royal Astronomical Society 
in November 1889 and printed in the Monthly Notices , vol. 1. 
pp. 10, 11. The table which follows has been formed by taking 
out the total areas of whole spots as expressed in millionths of 
the Sun’s visible hemisphere for each degree of solar latitude for 
each year and dividing these by the number of days of observa¬ 
tion to give the mean daily area. Plate 15 presents these mean 
daily areas in graphical form, mean daily areas under 07 being 
omitted. In apportioning the different spots to their respec¬ 
tive latitudes the following rule has been observed. If the 
heliographic latitude of the centre of any single spot, or group 
of spots when measured as one, showed °*5 or any higher figure 
in the decimal place, the entire area of the spot was taken as 
belonging to the next higher whole degree of latitude. If it 
showed °’4 or any lower figure in the decimal place the entire 
area of the spot was taken as belonging to the degree of latitude 
indicated by the integral part of the number. Thus a spot at 
latitude 7°’5 was taken as wholly belonging to latitude 8°, but 
one at 7° - 4 to latitude 7 0 . 

The diagram and the tables bring out clearly several pecu¬ 
liarities of the distribution of spots. First of all for the period 
in question, viz. the twenty-nine years from 1874 to 1902 
inclusive, spots in a higher latitude than 33 0 were at all times 
rare, and when seen were never large or long-lived. Taking 
them as a class by themselves they were seen irregularly, appear¬ 
ing at times which did not seem to bear any fixed relation to any 
one of the four chief stages of the sun-spot cycle—minimum, 
increase, maximum, and decline. Omitting these spots in very 
high latitudes—a term which would cover a zone io° wide in 
each hemisphere, from 33 0 to 42°, for no spots were observed in 
a latitude greater than 42 0 —the years of maximum, 1883 and 
1893, showed spots in practically every latitude between 30° N. 
and 30° S., and they were numerous from about 8° to 24 0 in both 
hemispheres. In the years following the maximum a marked 
tendency was shown for the spots to appear in lower latitudes. 
Thus in the periods of decline, 1885-8 and 1898-9, and in the 
corresponding period, 1874-6, of the preceding cycle, 22 0 was 
generally the highest latitude shown. In 1876, 1888, and 1899, 
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